Cours 23 = 05/12/2024

10. La dynamique du solide indéformable

10.2. Moment cinetique et moment d’inertie

10.3. Calcul d’'un moment d’'inertie
10.4. Calcul d'un moment d’inertie composé

1

— 2
Ecin = E Icm,Aa)
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10.2. Moment cinetique et moment d’inertie

B Cas particulier : moment cinetigue pour un haltere en position oblique

Nous considérons la rotation d’un haltere incliné d’un angle
o par rapport a I’axe de rotation A qui passe par le cm.

Le moment cinétique total est

—

Loy =71 X mv{ +71, X mv,

Remarque :

- les vecteurs v; et v, sont dans le plan de rotation des masses

N | | - on note r, la distance des masses a I'axe de rotation
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10.2. Moment cinetique et moment d'inertie

B Cas particulier : moment cinetigue pour un haltere en position oblique

——

Moment cinétique par rapportaucm: L., =7, X mv; + 1, X mv,
rn X m(w X 17) +
+7, X m(w X 13)

o xr,=wlsinau, avec sina=r,/l douwxr,=wr,u,

— — —y __ — —>_I ]
rix(oxr)=rixor,u =lor,u

& x7=owlsin(ra) v, =-olsin(ra u,=- or,u

—>

— — —y\ . —> —>_I >
rx(@xr)=-r,xor,u,=lor,u

Le vecteur unitaire " est perpendiculaire aux

—
Finalement:| L = 2 m I ol  u ’ vecteurs r; ,et v, ,, c’est-a-dire perpendiculaire a
cm i I'haltére et dans le plan formé par A et I'haltére.

—

L., @ un mouvement de précession avec une vitesse angulaire ®

Le moment cinétique d’un solide n’est pas toujours colinéaire a
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10.2. Moment cinetique et moment d'inertie

B Cas général : moment cinétique d’'un solide

Quantité de mouvement du volume élémentaire dV :
= dp = vdm = vpdV

Moment cinétique élémentaire pour I'élément de masse dm :

—_—

dL, =7, X dp =71, X vpdV

Moment cinétique total du solide:

zo=j dL_(;=J = x BpdV
74 74

rem: v, p, et dV dépendent de T,

Solide réel

Le moment cinétigue d’un solide en rotation autour d’'un axe passant par son
centre de masse est un vecteur qui “tourne” (mouvement de précession) avec
une vitesse angulaire @ mais qui n’est pas forcément colinéaire a .
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10.2. Moment cinetique et moment d'inertie

B Projection du moment cinétique sur I'axe de rotation

Le moment cinétique dépend de la distribution des masses du solide par rapport
a I'axe de rotation. On appelle I', la distance des masses a I'axe de rotation. Le
moment cinétique s’écrit alors :

— —

L,=2mlor,w

C

Projection de L._ surl'axe A de vecteur unitaire u :

cm
—
Lcm,A =Lem-u
7 -
=2mwr, fu -u _
=~ ¢0s (#2-a) = sina
sin o .
Ne—— sina=r,/l

ry

Lema =2mr?w

Vitesse angulaire
pour la rotation
autour de I'axe A

Masse totale de Distance des masses
I'haltére par rapport a I'axe A

Remarque : siu’ est L a w alors la projection de L__, est nulle
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10.2. Moment cinetique et moment d'inertie

B Cas général : moment cinétique projeté sur I'axe de rotation

Solide réel

On peut généraliser

—

dL,

7o X dp =7, X Bdm avec |1l =1
V=X

To = rsin@we_q,’ = a)rle_q,’ (coordonnées cylindriques €,.e.¢;)
dL, =T, X (a)rle_q,’)dm = (rsin@e_p’ + rcosfe,) X e, wr;dm
dL, = (rle_p’ + rcosfe,) X e wr dm = (r e, — rcosbey)wr; dm

On projette sur I'axe Oz

dL, - e, = dLy = (r e, — rcosbe,) - e,wr,dm = rfwdm

On intéegre sur le volume

?)=j dLZ =j rfa)dm=j réw pdV
v v v
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10.2. Moment cinetique et moment d'inertie

B Définition du moment d’inertie

{%

Geénéralisation : pour un solide, la projection du moment cinetique L, sur
un axe de rotation A passant par son centre de masse s’ecrit

Loma =w | 73 dm
, I
1%

I', estla distance entre I'élément de volume (de masse dm) considérée et I'axe de rotation
(on pourra remplacer r, par r pour simplifier I'écriture, mais attention a la définition : c’est
la distance la plus petite entre I'élément de volume et I'axe de rotation).

r, est constant au cours de la rotation car le solide est indéformable

On définit alors Icm,A=f rédm
%

l.m A €St appelé moment d’inertie d’'un solide pour une rotation par rapport a I'axe A
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10.2. Moment cinetique et moment d'inertie

B Energie cinétique de rotation et moment d’'inertie

Elément dm;
A 1
dE.;, = =dmuv?
A3 2
1

— — 2
dm, zﬁdm|w><ri|

1
= §dmfri2lw

2

Solide entier

1
E.., = §w2 / r< dm

\%

1
Energie cinétique de rotation : | Ecin = Elcm,sz
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10.2. Moment cinetique et moment d'inertie

B Axe principal d’inertie

De facon générale, le moment cinétique L n'est pas parallele a
I'axe de rotation, c’est-a-dire colinéaire a w. Cependant, on peut
montrer que pour un solide, et ce quelle que soit sa forme, il y a
(au moins) trois directions orthogonales passant par le centre de
masse pour lesquelles le moment cinetique est parallele a I'axe
de rotation : ce sont les axes principaux d’inertie.

%
7 - — ﬁ
Dans ce cas, on peut ecrire L — I W
Cas d’une roue
7 homogene tournant
0 autour d’'un axe A
perpendiculaire au plan
} de la rotation
|
cm
-
Xo '

Exemples d’axes principaux d’inerties (X,,Yq,Zo) pour différents solides
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10.3. Calcul d'un moment d’inertie

B Exemple d’'une roue pleine : moment d’inertie pour une rotation selon Oz

Comment calcule-t-on I,?

A

IZ:p/ridV
v

Comme seule la distance par rapport a I'axe A intervient
(r ), on choisit un elément de volume dV tel que tous les
points dans ce volume soient a une distance constante
de I'axe A pendant la rotation.

= un anneau de rayon r, d’épaisseur dr et de hauteur h
satisfait cette condition. On peut donc définir le volume

correspondant qui est : dV = 2zr dr h

10
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10.3. Calcul d'un moment d’inertie

B Exemple d’'une roue pleine : moment d’inertie pour une rotation selon Oz

I, :p/rid\/ avec dV =2zrhdr

v
Par définition, r, est la distance entre dV
et 'axe. Tel que r est défini dans la figure

ci-contre, I, =r, soit

R dv R
(_A_\ ‘
I, = p/’r227rfrdfr'h = pQWh/TSd’r
0 0
1
— prh=R*
pT 5
Le volume du cylindre est V = zR?h
_ M =Vp=nR*h
La masse du cylindre est M =Vp } p= e
Finalement le moment d’inertie selon Oz s’écrit ! 2

11
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10.4. Calcul d'un moment d’inertie composé

B Moment d’inertie compose : exemples

A) Le moment d’inertie d’'un objet formé de deux roues

¢ |

— T

+ |

total — Igrande roue petite roue

O
([@N

A Cette roue peut étre vue comme la somme de la roue
¢ trouée et du petit disque de masse m et de rayon R,

o Iroue pleine — Iroue trouée + Ipetite roue
M

= | — Iroue pleine Ipetite roue

roue trouée ~—

Attention : dans ces deux exemples, le moment d’inertie de la petite roue ne
correspond pas au moment d’inertie pour une rotation passant par le centre de masse

12
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